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Grundinformationen:

Fiir Q C RY offen gilt, dass C.(f2) — stetig mit kompaktem Triger — dicht in LP(Q) fiir
p € [1,00].

Eine Funktion ¢ € C°(RY) mit ¢ > 0 und Jzn pdz =1 wird als “Mollifier” bezeichnet, und
() = E%,go(%) erfiillt die folgenden Approximationseigenschaften: Fiir eine beschréankte und
gleichmiBig stetige Funktion f: RY — R gilt f. := f * ¢, konvergiert gegen f punktweise und
gleichmiBlig auf kompakten Mengen. Weiters gilt, dass die Faltung einer LP(R”) Funktion mit
einer C2°(RY) Funktion ebenfalls unendlich oft differenzierbar ist.

Fiir ein Polynom P: C — C mit P(z) = Zszo ar® bezeichne P(D) den linearen Differential-
operator P(D)u = Zf:o a*u®) . Fiir u € S(R) gilt

FIP(D)ul(§) = P(i&)[Ful(§)  VEER, (1)

welches sich durch iterativen Anwenden der Rechenregeln fiir erste Ableitungen ergibt. Weiters
gilt der Faltungssatz in verallgemeinerter Form: fiir u,v € L?(R) gilt

F(uxv) = V2r[Ful[Fu, (2)

wobei hier F die Transformation im Sinne der temperierten Distributionen bezeichnet (da
u*v € Co(R) C 8'(R) aber nicht zwangsliufig in L*(R) oder L%(R)).

Aufgabe 6.1) [Approximation via Faltung]
Es sei © C RY ein Gebiet und Faltung einer Funktion auf €2, entspricht Nullfortsetzung
auflerhalb, Faltung, und anschlieflend wieder Einschrinkung auf €.

a) Zeigen Sie fiir f € LP(Q) mit p € [1,00][, dass lim._ || f- — f|lzr = 0.
b) Zeigen Sie fiir f € L'(f2), dass

sy =sun{ [ pode | vecz@. ol <1} ®)

c) Folgern Sie fiir f € L] () gilt

f=0 genau dann, wenn / f(z)v(z)dz =0 fir alle v € C2°(Q2).  (4)
Q

Hinweis. Uberlegen Sie zundchst fiir b) wie ein v € L>(Q) aussehen miisste damit ||v||1 =
fQ fvdz (solches muss wegen dem Satz von Hahn-Banach existieren), schrinken Sie diese auf
ein etwas kleineres und beschrinktes Gebiet ein (auf eine Weise die den Fehler kontrollierbar
lasst) und nutzen Sie Faltung um geglittete Versionen dieses v zu erhalten, welche im Supremum

liefern.

Bemerkung. Punkt a) impliziert, dass C°(Q2) dicht in LP(Q) liegt. Auf dhnlichen (wenn
auch weit technischeren) Uberlegungen beruhen auch die Dichtheit von C° in Sobolevrdumen
(wobei auf Mengen mit Rand Regularitit des Rands eine Rolle spielt). Die Aussage aus (4]
wird als Fundamentallemma der Variationsrechnung bezeichnet, und ist tiberaus wichtig, da es
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aussagt dass eine L}, Funktion bereits durch ”Testen” (damit ist die Operation [, f(z)v(z)dax
gemeint) mit sehr glatten Funktionen eindeutig (fast tiberall) definiert ist. Solche Uberlegungen
spiegeln sich beispielsweise auch in der Definition von Distributionen wider.

Aufgabe 6.2) [Differentialgleichungen via Fouriertransformation]
Im Folgenden wollen wir betrachten, wie die Fouriertransformation als Werkzeug zur Bearbei-
tung von Differentialgleichungen genutzt werden kann.

a) Es sei P ein Polynom von Ordnung K > 1 mit P(i§) # 0 firr alle £ € R und wir
betrachten fiir f € S(R) die lineare Differentialgleichung (mit konstanten Koeffizienten)

P(D)u=f auf R. (5)

Zeigen Sie, dass es genau eine Losung u gibt welches u € S(R) erfiillt, und dieses
u= \/%f * F~H(y) mit y(€) = % geniigt.

b) Zeigen Sie F~! [§ > \/%aiagg} (z) = e~ fiir ¢ > 0. Weiters betrachten wir

—u" +u = x_1,)- (6)

Bestimmen Sie unter der Annahme u = \/% f* F~1(v) (obwohl die Annahmen von a)
verletzt sind) u € S(R) das (6) erfiillt, wobei x die charakteristische Funktion bezeichnet.

c) Wir betrachten die partielle Differentialgleichung die auch als Wérmeleitungsgleichung
bezeichnet wird:

(7)

Gu(t,0) = k34 (t,w) i (ta) € (0,00) x R
w(0,z) = g(x) fir x € R

fiir eine Funktion g € S(R), Konstante £ > 0 und eine Funktion w abhéngig von ¢ (Zeit)
und z (Ort). Weiters nehmen wir an (ohne dies im Moment zu rechtfertigen) dass fiir
jedes t € (0,00) gilt [z — u(t,z)] € S(R).

Leiten Sie mittels der Fouriertransformation die Formel u(t, z) = [g * K;|(z) her, wobei
K, = \/ﬁ exp(—f—;) den “Heat-Kernel” bezeichnet.

Hinweis. Sie diirfen annehmen, dass F % = % fir F die Fouriertransformation beziglich
2 2
. . . _az 1 &L L
der x Variable. Auferdem sei daran erinnert, dass Flz — e~ 2 | = [{ Taa® 2] fira > 0.

Bemerkung. Wie das Beispiel zeigt, erlaubt die Fouriertransformation das Losen von Diffe-
rential auf ganz R. Man bemerke, dass die Einschrinkung auf Schwartz Funktionen eine sehr
Starke ist, analoge Resultate aber noch in wesentlich abstrakteren Sinne mdglich sind.

Aufgabe 6.3) [Radontransformation]

Es bezeichne Q = B(0,1) C R? und ' = [-1,1] x [0, 7[. Wir definieren
V1-—s?
RiC@) - @) mit  RAG)= [ et s (®)
i

wobei 9(p) = (cos(¢p), sin(p))T, 9+(p) = (—sin(p), cos(p))”.
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a) Zeigen Sie, dass R wohldefiniert, linear und stetig ist.

b) Zeigen Sie, dass R der Abschitzung ||Rf|12) < cllfllr2(q) fiir ein ¢ > 0 und jedes
f € C(Q) geniigt, und folgern Sie, dass sich der Operator R zu R: L*(Q) — L*(Q)
stetig fortsetzen lasst.

Hinweis. Es gilt det[0(p), 9 (¢)] = 1 fiir alle ¢ € [0, 7.

Bemerkung. Der Operator R bzw. R werden als Radontransformation (nach ésterreichischem
Mathematiker Johann Radon) bezeichnet, und ist ein zentrales Werkzeug im Kontext von
Computed Tomography (CT) in der medizinischen Bildgebung. In einem der Abschlussprojekte
werden die Herleitung und Figenschaften dieser Operation niher beleuchtet.
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