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Grundinformationen: Fiir eine Funktion u: Q — R messbar auf einem Mafiraum (2, A, )
ist das zugehorige Histogramm H,, (beziiglich dem Ma8 i) ein Mafl gegeben durch

Hy(E)=p{z € Q| u(z) € E} = p{u= (E)} fiir E messbar. (1)
Die zugehorige Verteilungsfunktion G, is definiert durch
Gu(s) = Hu((—00,5]) = n({z € Q | u(z) < s}), (2)
und es gilt der Zusammenhang

G, = H, im distributionellen Sinne. (3)

Aufgabe 2.1) [Berechnung eines Histogramms]
Es sei Q = [0, 1]%. Bestimmen Sie das Histogramm der Funktion
falls (z — 12 + (y— )2 < 1,

sonst

u: Q —[0,1], U(Ly):{ﬁy-FéJ

beziiglich des Lesbesgue-Mafles auf €2, wobei |-] dem Abrunden (auf néchst kleinere oder
gleiche ganze Zahl) entspricht.

Aufgabe 2.2) [Zusammenhang Histogramm und Verteilung]
Gegeben sei das Signal (ein-dimensionales Bild) u,: {1,...,n} — R mit u,(k) = cos(™®) fiir
k =1,...,n sowie ein kontinuierliches Signal u: [0,1] — R mit u(z) = cos(mx).

a) Bestimmen Sie das Histogramm H,,, und die Verteilung G, von u, (beziiglich des
ZahlmafBes dividiert durch n) sowie H,, G, von u (beziiglich des Lesbesgue Mafles) und
iiberzeugen Sie sich (fiir diese Funktionen u, uy,) von der Richtigkeit von (3).

b) Zeigen Sie, dass fiir jedes ¢ € Cp(R) gilt

lim | () dH,, (z) = /R () dH, (1), (5)

n—oo R
d.h. H,, konvergiert schwach* gegen H,,.
Hinweis. Es gilt die (leicht zu dberprifende) Gleichung sin(arccos(t)) = v'1 —t? firt € [0, 7).

Aufgabe 2.3) [Histogramme regulirer Funktionen)]
Es sei © = (0,1)% und u € C*(,R) mit Vu(z) # 0 fiir alle z € Q. Weiters sei E C R eine
abzihlbare Menge und H, das zugehorige Histogramm beziiglich des Lebesgue-Mafes.

a) Zeigen Sie, dass H,(F) =0 im Fall d = 1.
b) Zeigen Sie, dass H,(E) = 0 im Fall d > 1.
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Hinweis. Nutzen Sie den Satz iiber implizite Funktionen, Sie konnen weiters verwenden, dass
das Lesbesque Map eines Graphen {(z, f(z)) € R? | & € R*™™'} einer Funktion f: R — R
gleich Null ist.

Bemerkung. Dieses Beispiel veranschaulicht, dass die Histogramme von Funktionen deren
Ableitung nirgends verschwindet keinen diskreten Anteil besitzen, und damit die Funktion jeden
Wert fast iberall nicht annimmt.

Programmier-Aufgabe 2.4) [Isodata Segmentierung]

EsseiU: {1,...,N} x{1l,...,M} — {0,...,S} ein diskretes Bild mit diskretem Wertebereich
zwischen 0 und S € N (klassischerweise S=255). Ein Verfahren um U in ein Schwarz-Weif}
Bild U zu transformieren (zu segmentieren) ist thresholding, wobei fiir einen Schwellwert
(threshold) sq gilt U(z) = 1 falls U(z) > so und U(z) = 0 falls U(z) < so. Eine klassische
Wahl dieses Schwellwerts ist, sg so zu wéhlen, dass

1 (f[()’SO[sdHU N f[SmS] sdHU>

2 f[oﬁo[ldHU f[so,S] 1dHy

$o = F(s0) i= (6)

wobei im Fall so = S der rechte Bruch als S verstanden wird, auch im Fall 0/0.

Schreiben Sie ein Programm, welches eine automatische Schwellwertwahl anhand der Fix-
punktiteration SSH = F'(s{) berechnet, und anschlieBende Segmentierung anhand Schwellwert-
bildung durchfiihrt. Rescalieren Sie dafiir falls notwendig die Werte des Bildes auf 0,1, ..., 255.
Testen Sie dieses Programm anhand des Bildes barcode.pngl]

'Photo by Nick Richards, licenced under CC BY-SA 2.0.
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