Richard Huber Numerische Mathematik fiir LAK
richard.huber@uni-graz.at 9. Ubungsb]att — 10ten Dezember, 2019

9. Aufgabenblatt

Definition (Normen und Kondition zur Fehlerabschitzung). Eine (Vektor-)Norm ist eine

Funktion || - ||: R* — RJ sodass ||z|| = 0 genau dann wenn x = 0, |az|| = |a|||z| und
|z +yl < ||lz|| + ly|| fir z,y € R", o € R. Eine Matriz-Norm || - ||: R™™ — R} hat die
analoge Eigenschaften und zusdtzlich Submultiplikativitat [|AB| < ||A[l|| B]|. i
Gegeben seien Matrizen A,fl € R™™ und Vektoren b,B eER™ und e4 = %, ey = ”l"‘;ﬁ"‘.
Dann gilt fir Az = b und A% = b die Abschitzung des relativen Fehlers:
12 — | K(A)
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wobei k(A) = ||A||||A™Y|| die Konditionszahl ist.

Aufgabe 1 (Equivalente Normen). Gegeben sei der Vektorraum RY fir N € N mit Koeffizien-

tenschreibweise RN > & = (21,...,xy). Wir bezeichnen mit || - ||oo, || - |1 und || - ||2 die Normen

|z]|oo = maxi=1,. n~|zi|, [|z|1 = Zi\il |z| und [|z|]2 = \/Z?; z?. Es gilt Normdquivalenz,

das heift fiir zwei Normen || - ||o und || - ||y auf RN gibt es Konstanten c,,cy, > 0, sodass das
Folgende gilt:

Vo € RY [zlla < cllzlls, Nzl < callzlla, (2)

3 za, 2y € RY\ {0} : [zolla = collzalls, l|zalls = callzalla- 3)

a) Berechnen Sie fir die Normen || - |1 und || - || die Konstanten cq und cy entsprechend

und .
b) Berechnen Sie fir die Normen || - |1 und || - ||2 die Konstanten ¢, und ¢, entsprechend

und .

Hinweis. Nutzen Sie fiir b) die Cauchy-Schwarz Ungleichung Zf\il la;||bi| < lall2]|bl|2 sowie
die Ungleichung |y|> + |z|> < (Jy| + |2])?. Um die Gleichheit in zu zeigen kénnen in der
Regel simple Vektoren wie x = (1,0,...,0)" oder x = (1,...,1)T gewdhit werden.
Bemerkung. In endlich-dimensionalen Vektorrdumen gilt die Normdquivalenz fir alle Nor-
men. Insbesondere bedeutet dies, dass das Fehlerverhalten numerischer Verfahren in endlich-
dimensionalen Rdaumen nur bedingt von der Norm abhdngt, und abgesehen von multiplikativen
Faktoren grob das gleiche Verhalten aufweisen.

Aufgabe 2 (Minimale kompatible Matrixnormen). Fiir N, M € N betrachten wir RN mit
einer Norm || - |y und RM mit einer Norm, || - || ar.

a) Zeigen Sie, dass auf RN*M durch Folgendes eine Norm gegeben ist:

1 Ax N
IRIEAYE RN*M _, Ra‘ mit |Alln,a = sup |Az|[N = sup | Az|| (4)
z€RM ||z pr=1 zer™ [ Z|lm
b) Folgern Sie, dass im Fall von M = N und |- ||sr = ||+ ||v durch || -[|n,n eine Matriznorm
auf RN*N gegeben ist. Zeigen Sie des Weiteren, dass || - |y die kleinste kompatible

Matriznorm ist, das heifst fir jede kompatible Matriznorm || - || gilt || A||nn < ||Al|l fir
jedes A € RN*N,
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Hinweis. Man kann benutzen, dass fiir eine Menge X # 0 und zwei Funktionen f,g: X —
R stets (SuPa;eX f(z) + g(m)) < (SUPxeX f(a:)) + (SqueX g(:c)), sowie sup,ex cf(v) =
csup,ex f(x) fir ¢ > 0 und sup,cx 1 = 1 gilt. Fir b) muss man die Norm im Supremum
entsprechend abschdtzen.

Bemerkung. Kompatible Normen sind ein fundamentales Werkzeug der Analysis, da sie
erlauben die ”Grifie“ einer linearen Abbildung beziiglich der Normen des Urbildraums und Ziel-
raums zu quantifizieren. Theoretisch kann man dafir immer die in beschriebene minimale
kompatible Norm verwenden. Da die Berechnung dieser aber nicht immer einfach ist, wird
manchmal stattdessen auf eine grifiere Norm zuriickgegriffen, beispielsweise Frobeniusnorm
statt Spektralnorm.

Matlab-Aufgabe 3. Gegeben sei ¢ > 0 und die parametrisierte Matriz A = <[1) i) und

At=1 <_1€ 8) Weiters sei b= (1,1)T, &, = 1073(0, —=1)T und 64 = 103 G D

a) Bestimmen Sie die Konditionszahl kp(A) (d.h. beziiglich der Frobeniusnorm ||A|r =

m} in Abhdngigkeit von €.

b) Schreiben Sie eine Matlab-Skript welches den tatsichlich auftretenden relativen Fehler
ez beziiglich der Frobeniusnorm fiir e € {278,277 ...,2%} bestimmt.

¢) Erweitern Sie Ihr Skript sodass eine Abschditzung mittels des relativen Fehler e,
berechnet wird. Nutzen Sie anschlieflend den |loglog Befehl um den tatsdchlichen relativen
Fehler und dessen Abschitzung gegen € zu plotten, und Resultate dhnlich der Abbildung
unten zu erhalten.

Bemerkung. Dieses Beispiel zeigt, dass die Abschitzung des relativen Fehlers nicht exakt den
"tatsdchlichen” relativen Fehler wiederspiegelt, aber durchaus einiges tiber dessen Verhalten
aussagen kanmn.
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