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5. Aufgabenblatt

Definition (Fehlerfortpflanzung und differenzielle Fehleranalyse). Es sei f(x) = @p,0---0pg(x)
fiir eine Funktion f: Dom(f) C R™ — R™ und @;: Dom(p;) C R™ — R™+1, g = ¢, ;o

-0 po(x) € R™ bezeichne die Zwischenergebnisse und 1; = @, o --- 0 @; die auf 2% noch
anzuwenden Operationen fir i = 1,...,r. Dann kann man mittels differenzieller Analyse den
Fehler (der durch Datenfehler, Rundungsfehler und deren Fortpflanzung) entsteht wie folgt
darstellen:

Of(z) = x)6, + Z D[pi)(z N E;z® 4 E,, 1 f(x) + Terme hoherer Ordnung, (1)

wobei die Rundungsfehler-Faktoren E; € R™*™i Diagonalmatrizen sind deren Fintrige Betrag
kleiner als T haben. Man beachte, dass 5f(z) implizit von 05 und E = (E;)i=1,...r+1 abhingt, wir
schreiben auch 6¢(y)(6z, E) wenn wir die Abhdngigkeit von 0, und E hervorheben wollen. Es

bezeichne Oy, die Linearisierung des Fehlers, d.h. das Ergebnis der differenziellen Analyse

unter Vernachlissigung der Terme héherer Ordnung, und €5y = 0/ f(x) (diese Division
ist im Fall n > 1 komponentenweise zu verstehen,).

Aufgabe 1 (Differenzielle Analyse der Fehlerfortpflanzung). Gegeben sei die Funktion
f:(-1,1) —» R, 2+~ 1—+1—22 EsseiT >0 die Rechengenauigkeit und |0,| < 7|z|.
Im Folgenden wollen wir das Verhalten der Funktion f unter Fehlerfortpflanzung fiir  — 0
untersuchen.

a) Berechnen Sie die Konditionszahl K (x) = %(x)% fir x € (—1,1) und zeigen Sie dass
lim, o K(x) = 2.

b) Zerlegen Sie f in Funktionen @,,...,po sodass f = ¢p 0 -+ 0 g und p;(x) in jeder
Komponente aus nur einer elementaren Operation (+,—,-, +, \[) besteht. Bestimmen

Sie des Weiteren 1; und D[] (™) firi=1,...,r

c¢) Bestimmen Sie £ (z) und D[;](z9(x)) firi=1,...,r. Bestimmen Sie des Weiteren
d¢(a) und Ef(y) als Funktion von E; und 4.

d) Zeigen Sie, dass es Rundungsfaktoren E; und eine Konstante ¢ > 0 gibt, sodass
0f(2)(0z, ) > ¢ >0 fiir v — 0 und [0, < 7|z| beliebig. Folgern Sie damit €5y — oo.

e) Zeigen Sie, dass mit g(x) = 2%/(1 + V1 — 22) die dquivalente Formulierung g(z) = f(x)
gilt und berechnen Sie des Weiteren g4,y (analog zu b) und c)).

f) Zeigen Sie, dass fiir x — 0 der Fehler €,y — unabhdingig von §, und E — beschrinkt ist.

g(z) ~
Hinweis. Fiir a) kann de I’ Hospital Regel genutzt werden. Fiir b) iberlegen Sie sich wie Sie
von Hand die Funktion ausrechnen wiirden, und jeder Grundrechenschritt hingt mit einem
der p; zusammen, wobei Sie mehrere Rechnungen vom selben Input vektorwertig schreiben
kéonnen (siehe auch die Zerleqgung in Aufgabe 2). Fiir d) beachten Sie, dass es Terme in
% gibt, die fir x — 0 nicht verschwinden, und E kann so gewdhlt werden dass diese nach
unten beschrinkt sind. Fir f) nutzen Sie Dreiecksungleichungen fiir [€,,)| und beachten dass
alle Terme abhdngig von x beschrinkt bleiben, E beschrdnkt ist und |05 < 7|x|.
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Bemerkung. Dieses Beispiel zeigt, dass die Operation f in der Ndihe von 0 stabil ist, wenn
man jedoch interne Rundungsfehler beriicksichtigt die Berechnung potentiell instabil wird.
Punkte d) e) und f) zeigen des Weiteren, dass zwei unterschiedliche Vorgangsweisen zur
Berechnung einer Operation unterschiedliche Stabilititseigenschaften besitzen kénnen.

Aufgabe 2 (Rechengenauigkeit des Heronschen Verfahrens). Wir betrachten das Heronsche

Verfahren zur approximativen Berechnung der Quadratwurzel einer positiven Zahl a > 1. Dieses
z2+a

i
g(zk), wobei Sie verwenden kénnen, dass dieses Verfahren stets gegen v/a > 0 konvergiert,

g: [a,00) = [a,00) streng monoton fallend und g(x) < x ist und daher die Folge (xy)n
beschrdnkt und streng monoton fallend ist. Im Folgenden bezeichne xy, die exakte Iterierte
und xp die Berechnung von xj, via Iteration von xg startend mit allen dabei auftretenden
(linearisierten) Rundungsfehlern und Fehlerfortpflanzung:

iterative Verfahren startet mit xg > \/a und folgt der Iterationsvorschrift xyy3 =

To = o, Thr1 = 9(@n) + Sg(ay) (Ouy, BF), mit g = @20 P10 Yo (2)

_ (2 vy _( »n 21\ _ %

po(x) = <x2> ) $1 <y2> = <y2 +a> ) Y2 <22> ~

wobei es eine zugehdrige Folge von Rundungsfaktoren E* = (Ef)izlwwrﬂ gibt und 0y, = Tp—xk.
Wir betrachten das Verfahren in Anbetracht der Fehler in abgewandelter Form, in der das

Verfahren abbricht sobald Ti < a. Des Weiteren nehmen wir an, dass a exakt gegeben ist und
TTo K Va.

a) Stellen Sie 6

w1 0ls einer Funktion von o, und (Ef)i:17,,,7r+1 dar.

b) Nutzen Sie a), um fir xy > \/a zu zeigen, dass

1
|5$k+1| < §|5ﬂﬁk‘ + 57x). (3)
Nutzen diese Abschitzung, und vollstindige Induktion, um zu zeigen dass
|02, | < 107 0. (4)

c) Zeigen Sie, im Fall t11° < a fir ein k > 0 (d.h. der Algorithmus terminiert), dass
Va € [Try1, Tk + 10770] gilt.

d) Zeigen Sie im Fall Tl >a fir alle k > 0, dass fiir jedes € > 0 ein K > 0 existiert sodass
fir k > K die Abschitzung v/a € [xx — 107z¢ — €, T gilt.

Hinweis. Fir b) nutzen Sie zundchst die Dreiecksungleichung sowie |v3+a| < 222, |1— S <1
k

und |E;z| < 7|z| (komponentenweise) um (3) zu zeigen. Fiir betrachten Sie zundchst |0y, , |
gemdayfs und setzen dort die Abschdtzung fiir 6., ein. Iteratives anwenden dieses Prozesses

liefert die Abschitzung da Y 5o, 27% = 2. Fiir ¢) nutzen Sie die Lage von xy, T}, und \/a sowie
. Fiir d) nutzen Sie, dass xp, gegen \/a konvergiert sowie Abschitzung .

Bemerkung. Man beachte, dass t+1 =~ g(r)) (abgesehen von Termen héherer Ordnung) und
damit grob der Iteration mit Fehlerfortpflanzung entspricht. Diese Aufgabe zeigt damit, dass
die Fehleranalyse einer Operation genutzt werden kann, um die Genauigkeit eines iterativen
Algorithmus zu bestimmen. So konnte festgestellt werden, dass das Resultat des Algorithmus
trotz der Fehler korrekt ist (abgesehen von Fehlern deren Grifle beschrankt ist).
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