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4. Aufgabenblatt

Aufgabe 1. Gegeben sei die Funktion p(x1, 29, 73) = (23 — xox3,sin(m1 — 23))T, ein Vektor
(w1, 9, 23) = (1,2,2)T und (&1, %2,73) = (w1, 20,23) + & fiir einen Vektor von Fehlern § =
(03,5 0zy, 0zq) Sowie y = @(x1,T2,23).

a) Bestimmen Sie 6, = ¢(Z1,T2,%3) —y zundchst als lineare Funktion von (6z,,0z,,0z,)
bis auf Terme der Ordnung o(|0z,| + |0z,| + |0z5]). Geben Sie anschlieffend unter den
Annahmen |65, | < 0.1, [04,] < 0.2, und |04,| < 0.3 Abschitzungen fir |6,,| miti = 1,2
an.

b) Berechnen Sie die Konditionszahlen K, = %(wl,mg,xg)% firie{1,2}, k€ {1,2,3}
und nutzen Sie diese, um fiir i = 1,2 den relativen Fehler €, als lineare Funktion
VON (Eg,, Exy, Exq ) unter Vernachldssigung Terme hoherer Ordnung auszudriicken. Geben
Sie anschliefiend unter den Annahmen [0z,| < 0.1, |0z, < 0.2, und |04, < 0.3 eine
Abschdtzung fir |e,,| miti=1,2 an.

Matlab-Aufgabe 2 (Programmierung elementarer Funktionen). Viele Softwareprogramme
(wie Matlab) haben vorgefertigte Funktionen zur Auswertung elementarer Funktionen wie e,
log(x) oder sqrt(x). Dabei muss aber natirlich auf elementarere mathematische Operationen
(4, —, -, +) zurickgegriffen werden, was beispielsweise mittels Taylor-Entwicklung bewerkstelligt
werden kann, aber einiges an analytischem Vorwissen bendtigt.

a) Fir die Ezponentialfunktion exp(x) = e® gilt fiir x € R die Potenzreihendarstellung

N o n

. x
exp(x) = A}gnooz i Sn(x).

Schreiben Sie eine Matlab-Funktion [val hist/=my_exp(z, N), welche fir x € R und
N € N die Potenzreihendarstellung nutzt um exp zu approrimieren. Die Funktion gibt
als val den Wert von Sy zuriick, sowie einen Vektor hist= [Si,...,Sn].

b) Fiir den natirlichen Logarithmus log(x) gilt die Potenzreihendarstellung

N
— 1)

log(z) = li I ) Ly i <2.

og(x) NE’%O;( ) - ~(z) fiir 0 <z <
Schreiben Sie eine Matlab-Funktion [val,histj=my_log(x, N), welche fir r > 0 und
N € N den natiirlichen Logarithmus log(x) mit der bei N abgebrochenen Potenzreihe
approximiert. Dabei entspricht val dem Wert von Ly und hist=[L1,...,Ly]|. (Achtung,
wie kann man den Fall x > 2 abdecken?)

¢) Die Quadratwurzel einer Zahl x > 0 kann mittels dem Heronschen Verfahren berechnet
werden, welches iterativ mittels
a:i +z
2xy,

x1 € R\ O, Tpal = firn=1,2,...
gegeben ist. Schreiben Sie eine Funktion [val,hist/=my_sqrt(x,xo, N ) welche die Iteration
bis zu n = N ausfihrt, und val mit dem Wert x sowie hist = [z1,...,xN] zurickgibt.
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Schreiben Sie auch ein Matlab-Skript, welches ihre Funktionen fiir verniinftige x, xo und N
aufruft, und das Ergebnis mit dem der entsprechenden Funktionen lexpl, log, |sqrt vergleicht um
sich von der Richtigkeit der Implementierung zu tiberzeugen.

Hinweis. FEs gilt log(z) = —log(1/x) fir > 0.
Matlab-Aufgabe 3 (Ausloschung in Summation). Gegeben sei eine Zahl N € N, reelle
Zahlen (an)_y und (ap)N_, mit 6., = an — an, firn=1,..., N, sowie Zahlen (1,)"_,. Man
setze So = Sy = Sy = 0 und betrachten
Sp = Sp_1+ an, S, =S, 1+a, S,=8,+71, firn=1,...,N.
a) Zeigen Sie, dass fiir 6s,, = Sy — Sy die Gleichung ds,, = ij:l(&an + 7,) gilt. Folgern
Sie unter der Annahme |0, | < Tlayn| und |m,| < 7|Sy| fir ein 7 > 0, dass

r N N _
< 5] <;|an| +;|sn|>

b) Schreiben Sie eine Matlab-Funktion [S,abs,rel] =my_errors(K, e, ), welche fir die
Zahlen a = [1+¢,2,...,K,—K,...,—2,—1] den Wert S = Sy (N = 2K ) berechnet,
wobei die Fehler mit 6,, = T|an| und 1, = 7|Sy| fir n = 1,... N gegeben sind. Dabei
soll K eine natiirliche Zahl, € > 0 und 7 > 0 sein. Die Ausgabe enthdlt den berechneten

Wert S, sowie den absoluten Fehler dsy und relativen Fehler eg, .

SN
€S =\

c) Schreiben Sie ein Matlab-Skript, welches die Funktion my_errors fir K € {1,...,10} mit
7 =0.001 und € € {0.1,0.5,0.9} aufruft, und die jeweiligen Ergebnisse zwischenspeichert.
Danach nutzen Sie die “bar” Funktion um einen Plot fir abs und einen Plot fiir rel zu
erzeugen, analog zu Abbildung . Sind die Resultate wie aus Punkt a) zu erwarten?

Bemerkung. In diesem Beispiel steht Sy fir die Summe der Zahlen (ay,), wobei (84, )n Fehler
in den Daten a,, sind und 1, fir Rundungsfehler stehen, d.h. wir simulieren Fehler die bei der
Addition auftreten. Dabei wird zum vorherigen Wert Sy zundchst der Wert a,, hinzugefigt, was
Sy ergibt. Anschlieffend wird das Ergebnis S, aber noch gerundet, was dem Hinzufiigen des
Werts 7, entspricht. Es ist eine klassische Annahme, dass |6,,| < 7|an| und || < 7|Sp| — d.h.
die Fehler sind auf Rundungsfehler der Daten bzw. Ergebnisse zuriickzufihren. Insbesondere
ist unsere Wahl von T wiel gréfler als die Maschinengenauigkeit, wodurch ”echte” Rechenfehler
des Computers nicht ins Gewicht fallen.

Absolute Fehler Relativer Fehler

1 ’»
men . a ”-Hl
"z 3 4 5 65 7 8 8 10 "z 3 4 5 6 7

Abbildung 1: Bar-Plot absoluter und relativer Fehler
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