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10. Aufgabenblatt

Definition (Interpolation). Gegeben N + 1 Datenpunkte (xo,vo),--.,(zN,yn) € R X R mit
x; # x; fiir i # j gibt es ein eindeutiges Polynom P von Grad kleiner gleich N, sodass
P(x;) = y;. Dieses lisst sich mittels den Lagrange-Polynomen fiiri=0,...,N

N
r — T

L= I 222 0
j=04#i """

einfach berechnen, genauver gilt P(x) = Zf\io yi Li(x).
Fiir Funktionen f € CN*Y([a,b]) mit x; € [a,b] und f(x;) = y; stellt sich die Frage, wie dhnlich
P der Funktion f ist. Es gilt die Abschdtzung

[N
|[f(z) = P(x)] < o SN

lwy (z)| < max M max |wy(z)] (2)
ML= delay) (N L)1 sefa)’ 20

wobei wy (x) = H,fio(a: —2).

Aufgabe 1 (Interpolation). Gegeben seien die Datenpunkte (—1,1), (0,—1), (1,2) und (2,4).
Berechnen Sie das Interpolationspolynom 3.ter Ordnung zu den oben gegebenen Datenpunkten
mittels Lagrange-Interpolation.

Aufgabe 2 (Fehler dqui-distanter Interpolation). Es sei N > 1, a,b € R, a < b, h = @

und dqui-distante Stiitzstellen x = a + kh fir k = 0,...,N. Auflerdem definieren wir die
Hilfsgroe wh(z) = Hizo(l‘ —x;).

a) Zeigen Sie, dass why(z) = (—1)"Flwl (v) fir 2 € R und v = 2, — (2 — xy).

b) Zeigen Sie, dass das Mazimum der Funktion |wh;| auf [zo, 2] in (z9, v+ %] angenommen
wird.

c) Berechnen Sie zundchst das Mazximum MAX, 40 g1 by |lwy (x)|. Folgern Sie fir | =

1,...,N
hl+1 -1 1 . hl+1
Y TT6i+2) < <X
5 I16+5) < g ) <5 (3)

Hinweis. Fiir b) nutzen Sie vollstindige Induktion beziglich | > 1. Dabei ist hilfreich, dass
v — | > |2 — ] fir alle © € [vo,z0 + 2], 2 € (v0 + &, 3] sowie die Eigenschaft in a) um
den Fall x € [x;_1, 7] zu kontrollieren, d.h. dass wl, auf [x;_1,x;] keine betragsmdfig grofieren
Werte annimmt als auf (xo,xo + %] Fiir ¢) nutzt man abermals Induktion. Dank b) muss nur
x € 19, w0 + 2] beriicksichtigt werden. Fiir solche x gilt insbesondere (I — 2)h < |z — x| < Ih.

Bemerkung. Diese Beispiel gibt eine recht gute Abschitzung fiir max,epq ) [wn ()] (@) fir
l = N), wodurch sich der Approzimationsfehler der Interpolation schitzen lisst. Die Tatsache,
dass die Mazxima in den Randintervallen [zo,xo + %] angenommen werden spiegelt sich oft
darin wider, dass bei dqui-distanten Stitzstellen die Abweichung zur Funktion zum Rand hin
zunimmt, siehe Beispiel 3.
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Matlab-Aufgabe 3 (Lagrange-Interpolation). Im Folgenden wollen wir ein Matlab-Programm
schreiben, welches Interpolation mittel Lagrange-Polynomen durchfiihrt. Mit dem Koeffizienten-
Vektor a = (ag, . ..,an) assoziieren wir das Polynom Py sodass Py(x) = Zfio a;x'.

a) Schreiben Sie eine Matlab-Funktion [a]=Lagrange_Polynom(x, i) welche firi € {0,..., N},
und einen Vektor x = (xo, ..., xN) von Stitzstellen, den Koeffizientenvektor des Lagrange-
Polynoms L; berechnet.

b) Schreiben Sie eine Matlab-Funktion [val]=evaluate_polynom(a,x) welches fiir die Koeffizi-
enten a = (ag, . ..,an) und einen Wert x € R den Wert des Polynoms Py (x) = Zi\io a;z’
berechnet und als val returniert.

Schreiben Sie des weiteren eine Matlab-Funktion [a]=Lagrange_Interpolation(x,y) welche
unter Nutzung von Lagrange-Interpolation fiir gegebene Stiitzstellen x = (xg,...,xN)
und zugehorige Stitzwerte y = (yo,...,yn) die Koeffizienten a = (ag,...,ayn) des
Interpolationspolynoms berechnet.

c) Schreiben Sie ein Matlab-Skript welches die Implementierungen nutzt, um fir f(x) =

\/1}|-7 mit dqui-distanter Stitzstellen in [—10,10] und y; = f(x;) die Interpolation fir

N = 1,...,14 zu berechnen. Ploten Sie die Interpolation und die Funktion f.(siehe
Abbildung .

Hinweis. Uberlegen Sie fiir a) wie sich der Vektor a eines Polynoms p dndert, wenn Sie
p(z) - © berechnen (also p mit dem monom x multiplizieren) und nutzen Sie dies um iterativ
den Vektor zu L; zu erzeugen. Fir c) plotten Sie nicht nur auf den Stitzpunkten, sondern in
einem feineren Gitter um entsprechende Plots zu erhalten.

Bemerkung. Unterpunkt c¢) veranschaulicht den Effekt aus Aufgabe 2, dass bei dqui-distanter
Interpolation der Fehler sehr grof$ werden kann, und insbesondere durch grifferes N mnicht
besser wird.

Abbildung 1: Resultate fiir N=2, 3, 6, 10, 14: Rote Linie zeigt Funktion f, die Blaue die
Interpolation, welche starke Oszillationen aufweist.
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